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渗透破坏若干问题的解析解及机理分析 
 

周  健，姚志雄, 江建洪 

（同济大学 地下建筑与工程系，上海 200092） 

 

摘  要：讨论了柱坐标下不同介质有限区域内用分离变量法求解 Laplace 方程的问题。通过一系列计算试验，给出了柱坐标

下 Laplace 方程在不同介质有限区域内用分离变量方法求的解，并用该解对渗透破坏现象进行了讨论和实例验证。认为渗透

系数分布不均匀是发生渗透破坏的根本原因，渗透破坏朝着渗透系数差异较大的方向发展，并对管涌的复杂机理进行了引申

阐述。该工作对于流土、管涌机理的更深入研究具有重要的意义。 
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Analytical solutions and mechanism analysis of seepage failure 
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Abstract: The solution of Laplace equations by using the method of separation of variables in the cylindrical coordinate system is 
discussed. Through a series of case studies, the solution of Laplace equations is gotten and used to study the phenomenon of seepage 
failure and exemplify some instances. It concludes that the ununiformity of the permeability coefficients is the main reason for the 
seepage failure; and the seepage failure always develops along the direction of high gradient of the permeability coefficients. The 
authors also try to probe into the complicated mechanism of piping. This study is of great significance to some engineering problems, 
such as piping, flowsoil, etc. 
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1  前  言 

按照渗透水流所引起的局部破坏特征，渗透破

坏可分为流土和管涌两种型式。关于流土的理论相

对成熟些，而管涌的机理要复杂得多。鉴于渗透破

坏机理的复杂性和随机性，到目前为止，对其形成

机理的理论研究仍在继续探索中，特别是管涌的理

论分析远不成熟，这方面的研究具有重大意义。近

来对渗透破坏的模拟分析，最有代表性的是采用差

分法、有限元等数值方法
[1,4]

，这些工作的不足之处

在于模拟渗流的范围内，将渗流与土割裂开来，不

能考虑土体和渗流的相互作用。由于管涌发生具有

较大的不确定性，学者们
[5,9]

也从概率统计等不同 

角度进行研究，这些模型的特点是宏观描述管涌发

生的某一种因素和过程，比较粗略。关于渗透破坏

的解析分析相对较少，最著名的是 Sellmeijer 等
[10]

（1992 年）的工作，他们对坝底接触冲刷这种形式

提出了比较完整的数学模型，得到当坝底渗透通道

发展至坝底一半长时坝基破坏的情况，不足之处是

推导过程较复杂，模型参数较难确定。 

对于简单形状均匀介质中用 Laplace 方程描述

的物理问题，分离变量法可以得较好的结果，但是

对于介质参数不同的多个区域共同组成的总区内用

Laplace 方程描述的物理问题，却鲜有学者用分离 

变量法求解。笔者进行了一系列计算试验，首次用

分离变量方法求解不同介质有限区域内某一类边界

条件的柱坐标下的 Laplace 方程,并给出一些问题

的地解。这些解可以用来讨论管涌、流土等现象。 
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2 问题的提出 

一般边界条件：圆柱形区域内有 N 层土，第 i 层
土渗透系数为 ik 、厚度为 ih 、底面的 z 坐标为 iL ，

1, 2, , 1i N     。第 N 层底面的 z 坐标为 H ，其

中u 表示圆筒区域内的水头。 
上底面边界条件为 

( )a a a
uk u f
z

 


 


，（ 0z  ）    (1) 

下底面边界条件为 

( )b b b
uk u f
z

 


 


，（ z H ）    (2) 

侧面边界条件为 

( )uk u g z



 


， （ R  ）    (3) 

如图 1 所示。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  圆柱形域内竖向分层土的水头分布问题 
Fig.1  Problem of water pressure distribution of vertical 

layered soil in cylindrical fields 
 

这里先来考虑简单边界条件下的整个区域内水

头分布解答。上下底面是一类边界条件，侧面是二

类边界条件，即令式（1）中 0ak  ； 0a  ；式（2）

中 0bk  ； 0b  ；式（3）中 0ak  ； 0  。即 

上底面边界条件： 

1( )u f                  (4) 

下底面边界条件： 

2 ( )u f                  (5) 
侧面边界条件： 

( )u g z






              (6) 

水头分布的解答用到了函数空间理论，特别是

无限维函数空间中 Sturm-Liouville 型方程的本征值

理论；还涉及了偏微分方程的分离变量法。 

2.1 侧面梯度 ( ) 0g z   

此时问题转化为半径为 R ，高为 H 的圆筒内均

质土上下底面的水头分布分别为 1( )f  和 2 ( )f  ，侧

面不透水，求圆筒内整个区域的水头分布。描述此

问题的方程组如下： 
2 ( , ) 0u z                (7) 

0R
u

 





｜                (8) 

1 2( ), ( )z l z Hu f u f   ｜ ｜      (9) 

为了表示一般的情况，这里取坐标原点在顶面

中心上方 L 处， z 向下为正，  由中心向外为正。 
设 ( , ) ( ) ( )u z R Z z  ，代入式（7）得 

"( ) ( ) 0Z z Z z            (10) 
1"( ) '( ) ( ) 0R R R   


       (11) 

由于侧面是齐次边界条件，可知式（11）构成

本征值问题，≥0。当 0  时, 0 0( , )u z A B z   ；

当 0  时 ， 2
n n  。 方 程 解 的 特 征 结 构 

  20 ( )
n

nJ


  ， e ,en n

n

z z 



 ，由侧面边界条件式（8）
可得： 

0 0 0( , ) ( )( e e )n nx x
n n nu z A B z J A B          (12) 

由底面边界条件（9）可得： 

0 0 0 1
1

0 0 0 2
1

( )( e e ) ( )

( )( e e ) ( )

n n

n n

a L a L
n n n

n

a H a H
n n n

n

A B L J a D E f

A B H J a D E f

 

 












    


   





 (13) 

对各式分别按正交基{ 1 }， 0 nJ a ｛ （ ）｝关于 
积分，得： 

10
0 0

0

( ) d

d

R

R

f
A B L

  

 
  


          (14) 

20
0 0

0

( ) d

d

R

R

f
A B H

  

 
  


         (15) 
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
    (16) 

2 00
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( ) d
n n

R
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J a
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  
  


    (17) 

由此计算可得系数 0A 、 nA 、 0B 、 nB ，从而

由（12）式计算 ),( zu  。同理可以推广至 N 层的

情况，假设第 i 层底部的 z 坐标为 iL ，( 1i  ，2，

b b b

uk u f
z

 


 


uk u f
z

 


 


a a a

uk u f
z

 


 


56 



  增刊                        周  健等：渗透破坏若干问题的解析解及机理分析 

  ， 1N  )，第 N 层底部的 z 坐标为H ，则第 i 层
的水头函数为 

0 0 0
1

( , ) ( )( e e ),n nx x
i i i in in in

n
u z A B z J A B   






     

（ 1, 2, ,i N   ）            (18) 

2.2 侧面梯度 ( ) 0g z    

此时，除了侧面齐次边界条件，底面非齐次边

界条件解： 

0 0 0
1

( , ) ( )( ),n nz z
i i i n in in

n
w z A B z J A e B e   






      

( 1, 2, , )i N                (19) 

还要加上底面齐次边界条件，侧面非齐次边界条件

解： 

1
0

1

π( )π( , ) sin ,i
i in

n i i

n z Inv z C I
h h

 






   
    

   
  

( 1, 2, , )i N               (20) 

合并两部分解后得到： 

0 0 0
1

1
0

1

( , ) ( )( e

π( )πe ) sin

n

n

z
i i i n in

n

z i
in in

n i i

u z A B z J A

n z LnB C I
h h





  








 



   

   
    

   




 (21) 

对于系数 0iA 、 0iB 、 inA 、 inB 、 inC ，可通过上

下底面边界条件、中间交界面处过渡条件和侧面边

界来求解，限于篇幅，此处不详细推导。 

3 解在渗透破坏中的应用实例 

为简化分析，本文仅将土分为管涌型土和流土

型土。对于如何判断流土型土和管涌型土，可参考

文献[11]，这里不作讨论。下面讨论用这些解进行

渗透破坏分析的思路：先求得水头分布 h ，再求得

水力梯度 i ，然后对流土型区域和管涌型土区域分

别讨论，讨论主要集中在竖直方向。本文编制了相

应的水头计算程序，可输入参数进行计算。 
先定义一个破坏系数对讨论问题是方便的。破

坏系数定义为渗透破坏力与抗渗透破坏力之比。对

于流土型土，分析一小块土体V 。作用于其上的渗

透力 s wF i V ，假设抗渗透破坏力仅为土体的有效

重力，即 rF V  ，则破坏系数： 

s w w
f

s( 1)(1 )r

F i V i iK
F V G n

 
 

   
   

  (22) 

式中： w 为水的重度；  为土的有效重度； sG 为

土粒比重； n为土的孔隙率。对于管涌型土，分析

土体骨架中的可动颗粒。假设可动颗粒为球形，半

径为 r 。Darcy 定律假设水流是低雷诺数的，与之

匹配，此处可假设作用于可动颗粒上的渗透力为适

用于低雷诺数 Stokes 解答，即 s 06πF rv ，其中
为水的动力黏度系数； 0v 为真实流速。又 0 /v v n ，

v 为平均流速；于是 s 6π /F rv n 。假设抗渗透破

坏力仅为可动颗粒的有效重力，即 34π / 3rF r   。

由此可得管涌型土的破坏系数： 

s
f 2 2

3

6π / 9 9
4 2 2π
3

r

F rv n v KiK
F n r n rr

  
 

   
 

   (23) 

据此，可以绘出土的渗透破坏系数等值线图，

然后判断发生渗透破坏的区域。当 f 1K  的区域认

为可能发生渗透破坏； fK 值越大越易发生破坏。 

3.1 Kalin 渗透破坏试验与本文方法对比 

Kalin（1976 年）[12]采用了两种砂土，其物理

特性见表 1。通过混合这两种砂土可以得到一系列

渗透系数不同的砂土。将渗透系数不同的砂土分 3
层置于内径为 76.2 mm 的圆筒内，其中第 2 层土的

渗透系数较小，第 1 层和第 3 层的渗透系数相等。

水流自下而上，分级缓慢提高水头，直至试样发生

渗透破坏。圆筒上下装有测压管，间距为 101.06 
mm。限于篇幅，此处仅列出了部分典型的试验结

果（表 2）。 id 为第 i 层土厚（ 1i  ，2，3）；k 为上

下测压管间土的平均渗透系数； fi 为渗透破坏时上

下测压管间土的平均水力梯度，χ 表示第 1 层土（或

第 3 层土）渗透系数与第 2 层土渗透系数之比， h
表示整个土体上下边界的水头差，它是根据上下测

压管读数推算的。 
本文对破坏时的水头分布进行了计算。由于问

题的对称性，这里只给出了一半剖面解。如图 2 表

示试验 1，当 χ 2 情况下的水头分布图，其水力梯

度的数值分布可见图 4，破坏系数 fK 的分布见图 5。
这里的砂土均是流土型土，计算 fK 时，用公式

（15），近似取 s 2.6G  ， 0.4n  。可以明显看到，

渗透破坏发生在第 2 层土中（在 z 方向即高度方向

130 mm 左右，与 Kalin 试验结果一致）。如假设整

个 土 体 都 是 均 匀 的 ， 取 平 均 渗 透 系 数

1.06k  mm/s ，那么水头分布如图 3 所示，相应的

平均破坏系数 f 1.78K  ，小于按不均匀土层计算得

57 
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到的最大破坏系数 3.10（见图 5 所示）。对于其他

试验有类似结果，这里不再详细列出。由此可看到，

按土层均匀假设来计算临界水力梯度，在工程上是

偏于不安全的。这与工程设计和计算的精神是相违

背的，工程中要求设计和计算偏于安全的方面考

虑。概括的讲，不均匀土渗透破坏的临界水力梯度

小于按平均渗透系数计算的临界水力梯度。这一结

论与 Kalin（1976 年）相同。Kalin 文章并不区分管

涌与流土，因此，这里没有严格区分。若要细究，

此处讨论的内容称为流土更为妥当。 
 

表 1  Kalin（1976 年）沙土的物理性质 
Table 1  Properties of soil Kalin (1976) 

颗粒大小 沙土 1 沙土 2 

最小直径 /mm 0.075 0.075 

最大直径 /mm 1.180 0.600 

平均直径 /mm 0.682 0.334 

标准方差 /lgdr 0.182 0.087 

不均匀系数 2.300 1.400 

土粒比重 2.637 2.598 

渗透系数 /mm·s-1 
2.0 ( 33 %n  ) 0.56 ( 33 %n  ) 

2.7 ( 48 %n  ) 1.2 ( 33 %n  ) 

 
表 2  Kalin (1976 年) 渗透破坏试验的部分典型结果 

Table 2  Typical results of seepage tests by Kalin (1976) 
试验 
号 

1d  
/mm 

2d  
/mm 

3d  
/mm 

k  
/mm·s-1 

fi
   

h  
/mm 

破坏 
位置 

1 115 15 20 1.06 1.71 2 245.85 土层 2 
      3 237.63 土层 2 
      4 231.10 土层 2 

2 60 50 40 0.58 1.29 2 172.91 土层 2 
      3 162.53 土层 2 
      5 152.10 土层 2 

3 30 15 95 1.06 0.93 2 125.61 土层 2 
      3 122.06 土层 2 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 2  试验 1 当 χ ＝2 时的水头分布 
Fig.2  Water head distribution as χ ＝2 in test 1 

 
需特别指出的是上述结论，不均匀土渗透破坏

的临界水力梯度小于按平均渗透系数计算的临界水

力梯度，对于理解渗透破坏是至关重要的,对于流土

是如此，对于管涌更是如此。管涌型土的渗透系数

随位置不同变化极大，这是为什么管涌型土中管涌

发生的临界水力梯度远小于流土型土中流土发生的

临界水力梯度的重要原因之一。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
图 3  假设土体均匀情况下的水头分布 

Fig.3  Water head distribution as the soil is uniform 
 

 
图 4  试验 1 当 χ ＝2 时的水力梯度分布 

Fig.4  Hydraulic gradient distribution when χ ＝2 in test 1 
 
3.2 管涌机理分析 

通过一个计算实例，围绕不均匀的渗透系数和

水力条件来对管涌机理做分析。待分析的实例如下：

在圆柱形区域内，管涌型土受到一定的边界条件作

用发生管涌。管涌型土由砾砂和中砂组成，砾砂为

土的主要骨架，平均粒径为 5 mm，中砂为主要可动

颗粒，平均粒径为 0.10 mm，砂的比重为 2.6，孔隙

率为 0.3，平均渗透系数为 0.45 cm/s。考察区域的

半径R 为 40 个单位，深度 z 为 10 个单位。边界条

件如下： 
上底面边界条件： 

0u  ，（ 0z  ）          (24) 
下底面边界条件： 

100 25u u
z


 


，（ 10z  ）     (25) 

侧面边界条件： 
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  0.01u






， （ 40  ）      (26) 

式中u 表示水头。其实管涌通道就是在细颗粒冲走

后，由大颗粒构成的孔隙通道，这样该区域的渗透

系数势必会增大，所以将通道设成强透水层是合理

的，在实际操作中可令管涌通道的透水系数是砂层

的若干倍[11]。假设该区域的半径 r 为 2 个单位，深

度为 10 个单位。为表述方便，称该区域为中心区域，

而其余区域为外围区域。 
 

 
图 5  试验 1 当 χ ＝2 时的破坏系数分布 

Fig.5  Failure coefficient distribution when χ ＝2 in test 1 
 

表 3  渗透系数差异增大到不同程度时的计算结果 
Table 3  The results with increasing seepage coefficient 

variety 

  
中心区平

均速度 
/cm·s-1 

外围区平

均速度 
/ cm·s-1 

中心区平

均破坏 
系数 

外围区平

均破坏 
系数 

整个区平

均破坏 
系数 

1.0 0.100 0.100 0.95 0.94 0.22 

1.2 0.116 0.100 1.08 0.94 0.22 

1.5 0.145 0.102 1.36 0.96 0.23 

2.0 0.180 0.102 1.75 0.97 0.23 

3.0 0.279 0.102 2.60 0.97 0.23 

5.0 0.480 0.103 4.31 0.97 0.23 

10 0.931 0.103 8.68 0.97 0.23 

30 2.89 0.103 27.1 0.97 0.23 

100 9.68 0.103 91.6 0.97 0.23 

 
现来考察该处渗透系数增大到不同程度时整个

区域的水头分布和速度分布等。记 χ 为中心区域渗

透系数与外围区域渗透系数之比。计算结果见表 3。
图 6、图 7 给出了土体均匀和 χ =2 时的典型计算结

果，由于问题的对称性，这里也只给出了一半剖面

解的结果。可以看到，随 χ 增大，外围区域的速度

分布和破坏系数分布较均匀，变动很小，而中心区

域的速度分布和破坏系数不断增大。整个区域的水

力梯度几乎不变，在 0.22~0.23，这是由于假设边界

条件固定不变的缘故。在此条件下，其速度大小几

乎相等，为 0.1 cm/s 左右。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 6  当 χ =2 时整个区域的水头分布等值线和速度向量 
Fig.6  Water head and velocity distribution when χ =2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 7  假设土体均匀时的水头分布等值线和速度向量 
Fig.7  Water head and velocity distribution when the soil is 

uniform 
 

分析结果认为，中心区域发生管涌后该处的部

分可动颗粒被冲出，渗透系数变大，速度变大，破

坏系数变大，于是更多可动颗粒被冲出，渗透系数

变得更大，如此作用下去，直到土体破坏管涌结束。

可见管涌是朝 χ 增大的方向发展的。管涌发展时，

χ 增大，管涌发生区域的水流速度增大，流量增大，

即该区域出现渗流集中现象，产生的通道称为管涌

通道，或更一般的称为集中渗漏通道。 
管涌发生后，管涌附近区域的部分可动颗粒向

管涌区域迁移，然后被管涌区域的水流带出，其间

存在一个平衡关系。这个现象较复杂，计算模型中

未能体现这一点。管涌是比较复杂的现象，这里只

是结合计算实例尝试对渗流集中现象进行解释，望

给出一些有意义结论。 
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4  结  论 

（1）首次提出柱坐标下 Laplace 方程在不同介

质有限区域内用分离变量方法求解，给出了一定边

界条件下圆柱形域内竖直向分层土的水头分布解

答；并对其进行了实例分析，验证了解的正确性，

认为不均匀土渗透破坏的临界水力梯度小于按平均

渗透系数计算的临界水力梯度，按土层均匀假设来

计算临界水力梯度，在工程上是偏于不安全的。 

（2）水力梯度分布的不均匀，很大程度上是由

于土体渗透系数分布不均匀引起的。二者综合的结

果， 使管涌在最薄弱的位置首先发生。管涌发生后，

渗透系数变大，破坏系数变大，于是更多可动颗粒

被冲出，土体渗透系数分布更不均，水力梯度分布

随之更不均匀。土体渗透系数与水力梯度二者相互

作用，直至管涌破坏，可见水土的相互作用贯穿于

管涌发展的整个过程。 
（3）对发展性管涌，管涌向着渗透系数差异增

大的方向发展。管涌发展时，管涌区域的流速流量

增大，出现集中渗流现象，并产生集中渗漏通道。

本文尝试对管涌的复杂机理进行了引申阐述。 
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